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设 ),( EVG = 是一个图。G 的基圈数(nullity)定义为 )()( GkVEGn +−= ，
这里 )(Gk 是G 的连通分支数。当G 是连通平图时,由著名的欧拉公式知 ( )n G 等
于平图G 的有界面的个数。令 2( ) log ( ( 1, 1) ) ( )GG T k Gμ = − − + ，这里 ( , )GT x y 是图G
的 Tutte 多项式。当G 是平图时, ( )Gμ 恰好是图G 所对应的链环的连通分支数，
我们称 ( )Gμ 是图 G 的链环分支数。易证，对于任意的连通平图有




( ) ( )G n Gμ = 的连通平图。证明了 小度至少是3的连通平图G 是次极大图当且
仅当G 同构于完全图 4K 。基于该结果，给出了判断一个连通平图是否为次极大
图的一个简单算法，并证明了所有的次极大图可由 1C , 4K 和两个图运算构造得
到。 
然后我们将极大图和次极大图的研究结果推广到任意图，研究了G -极大图
和G -次极大图。我们证明了所有的G -极大图可由 1K 和两个图运算构造得到，
所有的G -次极大图可由 1C , 4K 和两个图运算构造。同时分别给出了判断一个图
是否为G -极大图或G -次极大图的算法。 
后我们给出了 ( ) 3n G ≤ 且顶点数 ( ) 8p G ≤ 的无割点的极大图表和次极大图
表。 
















Let G=(V,E) be a graph. The nullity of the graph G is defined to be ( )n G E=  
V− ( )k G+ , where K(G) is the number of connected components of the graph G. 
When G is a connected plane graph, n(G) is equal to the number of bounded faces of 
the plane graph G by the well-known Euler formula. Let 2( ) log ( ( 1, 1) )GG Tμ = − −  
( )k G+ , where ( , )GT x y  be the Tutte polynomial of the graph G. We call ( )Gμ  the 
link component number of the graph G, since when G is a plane graph, ( )Gμ  is 
exactly the number of components of the link corresponding to G via the classical 
medial construction. It is not too difficult to show that 1≤μ(G)≤n(G) + 1 for any 
connected plane graph G . In paper [6], the authors characterized extremal graphs, i.e. 
connected plane graphs with μ(G)=n(G) + 1. 
In the dissertation, We first study connected plane graphs with link component 
number equal to the nullity and call them near-extremal graphs. We prove that a 
connected plane graph with minimum degree at least 3 is a near-extremal graph if and 
only if G is isomorphic to K4, the complete graph with 4 vertices. Based on the result, 
a simple algorithm is given to judge whether a connected plane graph is a 
near-extremal graph or not, and we prove that all near-extremal graphs can be 
constructed from C1 and K4 by two graph operations.  
Then the results about extremal graphs and near-extremal graphs are extended 
from plane graphs to geneal graphs. We study the G-extremal graphs and 
G-near-extremal graphs, respectively. We prove that all G-extremal graphs (resp.  
G-near-extremal graphs) can be constructed from K1 by two graph operations (resp. 
C1 and K4 by two graph operations). The algorithms are given to judge whether a 
graph is a G-extremal graph or not and that a graph is a G-near-extremal graph or not, 
respectively.  
Finally we list the tables of extremal graphs and near-extremal graphs, 
respectively, with n(G)≤3 and the vertex number  p(G)≤8, and having no cut 
vertices. 
Key words: Link component number, Nullity, Near-extremal graphs, Bicycle 
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第 一 章  引言 
设G 是一个图.约定 ( )p G , ( )q G 和 ( )k G 分别是图G 的顶点数,边数和连通分
支数.定义图G 的基圈数 nullity 为 ( ) ( )n G q G= ( ) ( )p G k G− + .当G 是连通平图时,
由著名的欧拉公式知 ( )n G 等于平图G 的有界面数. 
设 ( , )GT x y 是图G 的 Tutte 多项式
[1]
.设 
2( ) log ( ( 1, 1) ) ( )GG T k Gμ = − − + . 






中,作者证明了对于任意的连通平图G ,有1 ( ) ( ) 1G n Gμ≤ ≤ + ,并刻画了
极大图,即 ( ) ( ) 1G n Gμ = + 的连通平图.文[7]曾考虑了一类对应于极大图的定向链
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设 1G 和 2G 是两个图,我们用 1 2G G≅ 表示 1G 同构于 2G .我们首先讨论了 小




次极大图的结构,证明了所有的次极大图可由 1C , 4K 及两个图运算构造.进一步
地,我们将极大图和次极大图的研究推广到任意图,研究了G -极大图和G -次极
大图,即G 的双圈空间 ( )B G 的维数 ( ) ( )b G n G= 的图和 ( ) ( ) 1b G n G= − 的图的结构.
我们证明了所有的G -极大图可由 1K 和两个图运算构造,所有的G -次极大图可
由 1C , 4K 和两个图运算构造.同时分别给出了判断一个图是否为G -极大图或






本文约定, nC 表示 n − 圈图,特别地, 1C 表示环.约定 nI 表示由两个不同顶点
连接 n 条平行边的图.约定 nK 表示 n 个顶点的完全图.设G 是一个图, e是G 的边,
约定G e− 和G e 分别表示从G 删去和收缩(即删去这条边并粘合这条边的端点)
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第 二 章  次极大图 
2.1  一些引理 
这部分给出一些下面几个部分需用到的引理.引理 2.1～2.3 由相应的链环
图变换易得.例如,引理 2.3 对应于纽结理论中的第三类 Reidemeistery 变换. 
引理 2.1  设 iG 是平图, ( )i iv V G∈ , ( 1,2)i = ,G 是粘合两顶点 1v , 2v 所成的平
图.则 ( )Gμ 1( )Gμ= 2( )Gμ+ 1− .特别地, 
(1) 若 1 1G C= ,则 ( )Gμ 2( )Gμ= ; 
(2) 若 e是平图G 的割边,则 ( ) ( )G e Gμ μ= . 
图G 的一对边称为一对平行边,如果它们有相同的顶点;图G 的一对边称为
一对序列边,如果它们有一个度为2的公共顶点且它们不是平行边. 
引理 2.2  设G 是平图. 
(1) 若 e和 f 是G 的一对序列边,则 ( )G e fμ ( )Gμ= ; 
(2) 若 e和 f 是G 的一对平行边,则 ( ) ( )G e f Gμ μ− − = . 
设图G 有一个度为3的顶点 v ,且 v的三个邻接顶点两两不同,H 是对图G 删
去顶点 v并对G 中顶点 v的每一对邻接顶点间分别新增一条边所得的图.称 H 是
对图G 做一个YΔ -变换所得到的图,且称G 是对图 H 做一个 YΔ -变换所得到的
图. 
引理 2.3  设 G′ 是对图 G 做一个 YΔ -变换或 YΔ -变换所得到的图.则
( )Gμ ′ ( )Gμ= . 




引理 2.4  设G 是连通平图,则 { }1 ( ) min ( ) 1, ( ) 1G r G n Gμ≤ ≤ + + . 
引理 2.5  设G 是一个非平凡极大图,则G 至少有两个度小于3的顶点. 
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引理 2.7  设G 是一个连通平图, e和 f 是G 的一对平行边.若G e f− − 连通,
则 ( ) ( ) 1G n Gμ ≤ − .特别地, 
(1) 若G 包含 3I ,则 ( ) ( ) 1G n Gμ ≤ − ; 
(2) 若G 包含 2I , v 是 2I 的一个端点, ( ) 3Gd v ≥ ,且 v 不是G 的割点,则 ( )Gμ  
( ) 1n G≤ − . 
引理 2.8  设G 是一个连通平图, e , f 是G 的一对平行边.若G e f− − 不连
通,则 
(1) G 是次极大图当且仅当G e f− − 的两个分支中,一个是次极大图,另一
个是极大图; 
(2) G 是极大图当且仅当G e f− − 的两个分支都是极大图. 
证  因G e f− − 不连通,则它必恰有两个分支.故 ( )n G e f− − ( ( ) 2)q G= −  
( ) 2p G− + ( ) 1n G= − .由引理 2.2(2)知 ( ) ( )G G e fμ μ= − − .故G 是次极大图(或:
极大图)当且仅当 ( ) ( ) 1G e f n G e fμ − − = − − + (或: ( )G e fμ − − ( )n G e f= − −  
2+ ).设 1G , 2G 是 G e f− − 的两个分支,则 ( )G e fμ − − 1 2( ) ( )G Gμ μ= + ,且
( )n G e f− −  1 2( ) ( )n G n G= + .由引理 2.4 知结论成立.          □ 
约定 ( )Gδ 表示图G 的 小度. 
引理 2.9  设G 是一个连通平图,若 ( ) 4Gδ ≥ ,或 ( ) 3Gδ = 且G 仅有一个度为
3的顶点,则 ( ) ( )G n Gμ < . 
证  若 ( ) 4Gδ ≥ ,则 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1
2
G p Gn G q G p G p G p Gδ= − + ≥ − + ≥ + ,
由引理 2.4 知 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )G r G p G p G n Gμ ≤ + = < + ≤ .若 ( ) 3Gδ = 且G 仅有一个
度为 3 的顶点,则 3 4( ( ) 1) 1( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )
2 2
p Gn G q G p G p G p G+ −= − + ≥ − + ≥ + ,由
引理 2.4 知
1( ) ( ) ( ) ( )
2
G p G p G n Gμ ≤ < + ≤ .                        □ 
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G 是次极大图且 ( ) 3Gδ = ,则G 至少有两个顶点的度小于或等于 3 .易知完全图
4K 是 4( ) 3Kδ = 的次极大图的例. 
2.2  最小度是 3 的次极大图 
这部分确定 小度是3的次极大图.我们将证明若G 是次极大图且 ( ) 3Gδ = ,
则 4G K≅ .即在同构意义上, 小度是3的次极大图是唯一的. 
引理 2.10  设G 是连通平图. 
(1) 若 e是G 的割边,则G 是次极大图当且仅当G e 是次极大图; 
(2) 若 ( ) 2Gd v = 且 v 邻接于同一个顶点,则G 是次极大图当且仅当G v− 是
次极大图; 
(3) 若 ( ) 2Gd v = 且 v 邻接于两个不同的顶点 x 和 y ,则G 是次极大图当且仅
当 ( , ) ( , )G v x v y 是次极大图; 
(4) 若 ( ) 3Gd v = , v 邻接于三个不同的顶点 1v , 2v 和 3v ,且 1v 和 3v 互为邻接顶
点.即 G 包含一个如图 2(左)虚线圆圈内所示的子图.设 G′ 1 3( , )G v v v= − −  









证  (1) 因 G 是连通平图, e 是 G 的割边,则 G e 仍是连通平图,且 ( )n G  
( )n G e= .由引理 2.1(2)知 ( ) ( )G e Gμ μ= .故G 是次极大图当且仅当G e 是次极
G ′G
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大图. 
(2) 因G 是连通平图, ( ) 2Gd v = 且 v邻接于同一个顶点,则G v− 是连通平图,
且 ( )n G ( ) 1n G v= − + .由引理 2.1知 2( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1G G v I G vμ μ μ μ= − + − = − + .故G
是次极大图当且仅当G v− 是次极大图. 
(3) 因 G 是连通平图, ( ) 2Gd v = 且 v 邻接于两个不同的顶点 x 和 y ,则
( , ) ( , )G v x v y 是 连 通 平 图 , 且 ( ( , ) ( , )) ( )n G v x v y n G= , 由 引 理 2.2(1) 知
( ( , ) ( , ))G v x v yμ ( )Gμ= .故G 是次极大图当且仅当 ( , ) ( , )G v x v y 是次极大图. 
(4) ( ) 3Gd v = , v邻接于三个不同的顶点 1v , 2v 和 3v ,且 1v 和 3v 互为邻接顶点.
则G′是连通平图(图 2 右),且 ( )n G′ ( ( ) 2) ( ( ) 1) 1q G p G= − − − + ( ) 1n G= − .由引理
2.3 知 ( )Gμ 1 3 1 2 2 3( ( , ) ( , ) ( , ))G v v v v v v vμ= − + + + .注意到 1 3 1 2( , ) ( , )G v v v v v− + +  
2 3( , )v v+ 有一对平行边 1 3( , )v v 和 1 3( , )v v ,由引理 2.2(2)知 ( )Gμ ( )Gμ ′= .故G 是次
极大图当且仅当G′是极大图.                   □ 
设 , ( )u v V G∈ .约定图 { },G u v 表示粘合图G 的顶点u 和 v所得的图.显然,若
u v= ,则 { },G u v G= . 
引理 2.11  设G 是一个连通平图,u 和 v是G 的同一个面上不相邻的两个顶
点.则 { }( ) 1 ( , ) ( ) 1G G u v Gμ μ μ− ≤ ≤ + . 
证  设α , β 分别是图G 对应的链环图的围绕u 和 v的两支短弧,如图 3.设








图 3. G (左)和 { },G u v (右)    
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情形 1  若 α 和 β 在 G 对应的链环图 ( )D G 中属于不同的分支,则
( ) ( ) 1G Gμ μ′ = − . 
情形 2  若α 和β 在 ( )D G 中属于同一分支.分两种情形: 
情形 2.1  沿着这个分支,若两支短弧 α 和 β 上的四个端点的顺序是
A ,B ,D和C ,则 ( ) ( )G Gμ μ′ = . 
情形 2.2  沿着这个分支,若两支短弧 α 和 β 上的四个端点的顺序是
A ,B ,C 和D ,则 ( ) ( ) 1G Gμ μ′ = + .                                □ 
引理 2.12  设 iG 是连通平图, ( )i iv V G∈ , ( 1,2)i = ,G 是粘合两顶点 1v , 2v 所
成的平图.则G 是次极大图当且仅当 1G 和 2G 一个是次极大图,另一个是极大图. 
证  易知 1 2( ) ( ) ( )n G n G n G= + ,由引理 2.1 有 ( )Gμ 1 2( ) ( )G Gμ μ= + 1− .故G
是次极大图当且仅当 1 2( ) ( )G Gμ μ+ 1 2( ) ( ) 1n G n G= + + .由引理 2.4 知G 是次极大
图当且仅当 1G 和 2G 一个是次极大图,另一个是极大图.            □ 
一般地,若 1 2, , , kG G G⋅ ⋅ ⋅ 是G 的块,则G 是次极大图当且仅当 1 2, , , kG G G⋅ ⋅ ⋅ 恰
有一个块是次极大图而其余的块都是极大图. 
推论 2.13  设G 是一个连通平图.若 ( ) 3Gδ ≥ ,且G 有割点.则G 不是次极
大图. 
证  因G 是一个有割点的连通平图, ( ) 3Gδ ≥ .设 v是G 的割点,分 ( )E G 为两
个非空子集 1E 和 2E ,使得 1 1( )G G E= 和 2 2( )G G E= 恰好仅有公共顶点 v .则 1G 和
2G 都是连通平图且都至多仅有顶点 v的度小于3.由引理 2.5知 1G 和 2G 都不是极
大图.由引理 2.12 知G 不是次极大图.                          □ 
注意到若G 是无割点简单连通平图, ( ) 3Gd u = ,则u 的三个邻接顶点 1v , 2v 和
3v 两两不同.在这种情形下,约定 ( 1,2,3)if i = 分别表示G 的分别与边 1( , )u v 和
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引理 2.14  设G 是无割点简单连通平图, ( ) 3Gδ = .若存在 ( )u V G∈ ,满足
( ) 3Gd u = ,且 ( ) 10Gf u ≥ .则G 不是次极大图. 
证  因G 是无割点简单连通平图, ( ) 3Gδ = , ( ) 3Gd u = ,则u 的三个邻接顶点
1v , 2v 和 3v 两两不同,且 1f , 2f 和 3f 是两两不同的三个面.不失一般性,设
33 ( )Gd f≤ 1( )Gd f≤ 2( )Gd f≤ .下面对 ( )Gf u 用归纳法证明命题成立.  
首先证当 ( ) 10Gf u = ,11或 ( ) 12Gf u = 且 3( )Gd f 1( )Gd f= 2( ) 4Gd f= = 时,即
3 1 2( ( ), ( ), ( ))G G Gd f d f d f (3,3,4), (3,4,4), (3,3,5)= 和 (4,4,4) 时,命题成立. 
情形 1  3 1 2( ( ), ( ), ( )) (3,3,4)G G Gd f d f d f = 或 (3,3,5) . 
情形 1.1 若 3 1 2( ( ), ( ), ( )) (3,3,4)G G Gd f d f d f = . 
在这种情形下.在 G 中,面 1f 是以 1 2, ,u v v 为顶点的三角形面,面 3f 是以
2 3, ,u v v 为顶点的三角形面,设面 2f 的与 1v 邻接的异于u 的另一关联顶点为 x .则
2x v≠ .若不然,假设 2x v= ,因 G 是无割点简单连通平图,则 1( ) 2Gd v = ,这与
( ) 3Gδ = 矛盾.故G 如图4(左).记 1G G u= − 2 3( , )v v− 1 2( , )v v+ 1 3( , )v v+ ,如图 4(中),
则 1G 连通.由引理 2.10(4)知G 是次极大图当且仅当 1G 是极大图.下面证明 1G 不
是极大图.注意到 1G 含有一对平行边 1 2( , )v v 和 1 2( , )v v .记 2 1 1 2( , )G G v v= − 1 2( , )v v− ,
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 (1)  若 2G 连通.注意到这种情形下 2G 中从 x 到 2v 有一条途径.由引理 2.7
知 1G 不是极大图. 
(2)  若 2G 不连通.则 2G 恰有两个分支.记 2G 的包含顶点 x , 1v 和 3v 的分支为
2G
∗ ,包含顶点 2v 的分支为 2G
∗∗. 
对于 2G




d v∗ ≥ ( 2( )v V G
∗∀ ∈ ,且 1 3,v v v≠ ),且
2
1( ) 2Gd v∗ ≥ , 
2
3( ) 2Gd v∗ ≥ . 
(a) 若
2 2
1 3( ) ( ) 5G Gd v d v∗ ∗+ ≥ .则 2G





1( )Gd v∗ 2 3( )Gd v∗= 2= . 注 意 到 在 2G
∗ 中 , 1v 与 3v 互 为 邻 接 . 则
2 1 1 3( , ) ( , )G v x v v
∗ 是 连 通 平 图 , 但 2 1 1 3( ( , ) ( , )) 3G v x v vδ
∗ ≥ , 由 引 理 2.5 知
2 1 1 3( , ) ( , )G v x v v
∗ 不是极大图.由引理 2.2(1)知 2G
∗也不是极大图. 
由(a)和(b)知 2G
∗不是极大图,由引理 2.8(2)知 1G 不是极大图. 
故G 不是次极大图.命题成立.           
情形 1.2  若 3 1 2( ( ), ( ), ( )) (3,3,5)G G Gd f d f d f = . 
在这种情形下, 在 G 中,面 1f 是以 1 2, ,u v v 为顶点的三角形面,面 3f 是以
2 3, ,u v v 为顶点的三角形面.因 2( ) 5Gd f = ,设面 2f 的与 1v 邻接的异于u 的另一关联
顶点为 x ,设面 2f 的与 x 邻接的异于 1v 的另一关联顶点为 y .则 2x v≠ 且 2y v≠ .若
不然,则有 1( ) 2Gd v = 或 3( ) 2Gd v = ,这与 ( ) 3Gδ = 矛盾.故G 如图 4(左).故命题的
证明与情形 1.1 的证明同理.故G 不是次极大图.命题成立. 
情形 2  若 3 1 2( ( ), ( ), ( )) (3,4,4)G G Gd f d f d f = . 
在这种情形下.在G 中,面 3f 是以 2 3, ,u v v 为顶点的三角形面,设与面 1f 关联
的异于 1 2, ,u v v 的第四个顶点为 x ,设与面 2f 关联的异于 1 3, ,u v v 的第四个顶点为 y .
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